DESDE LA ACADEMIA

La Supremacia del Numero Uno

The Supremacy of the Number One

EPISTEMUS
ISSN: 2007-8196 (electrénico)

Rodrigo Gonzélez Gonzélez !
Roberto Nufiez Gonzalez 2
Rodrigo Ilvan Gonzalez Valenzuela 3

Recibido: 22 /11 /2022
Aceptado: 29/03 /2023
Publicado: 20 /04 /2023

DOI: https://doi.org/10.36790/epistemus.v17i34.275

Autor de Correspondencia:
Rodrigo Gonzdlez Gonzdlez
Correo: rodrigo.gonzalez@unison.mx

Resumen

En este escrito se presenta de forma general una curiosidad matematica
que rapidamente llama la atencidn per se, la cual describe un patréon
peculiar que cumplen los primeros digitos de datos obtenidos de diversas
situaciones ordinarias y de muchos procesos reales, conocida como Ley
de Benford o Fendmeno de los Digitos Significativos. Ademas de analizar
y reproducir el cumplimiento de este singular principio matematico que
siguen los digitos significativos para algunos ejemplos tipicos encontrados
en laliteratura, se analiza también la validez de esta ley en casos de interés
particular y se describen posibles aplicaciones potenciales.

Palabras clave: ley de Benford, digitos significativos, validacion de
informacion, Simon Newcomb.

Abstract

In this paper, it is presented (in a general way) a mathematical curiosity
that quickly attracts attention per se. It describes a peculiar pattern, known
as Benford’s Law or the Significant-Digit Phenomenon, that the first digits
of data obtained from various ordinary situations and many real processes
comply. In addition to analyzing and reproducing the compliance of this
singular mathematical principle, that are followed by the significant digits for
some typical examples found in the literature, the validity of this law in cases
of particular interest is also analyzed and possible potential applications are
described.

Keywords: benford’s Law, significant digits, information validation, Simon
Newcomb.
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INTRODUCCION

La Ley de Benford describe el comportamiento que si-
guen los digitos significativos (primera, segunda, tercera,
., k-ésima posicion en una cifra) de una secuencia deter-
minada de numeros suficientemente grande, la cual esta-
blece que alrededor del 30% de tales digitos empiezan con
el nimero 1, aproximadamente el 18% con el nimero 2,y
asi sucesivamente hasta 5% que empiezan con el nUmero
9 (lafigura 1 ilustra esquematicamente este hecho). La Ley
de Benford también se conoce como Distribucion Logarit-
mica.

g o o of & & & &

Figura 1. Distribuciéon Benford

Nota del Primer Autor. El primer contacto con esta
interesante propiedad matematica fue hace algunos afos,
en una amena platica impartida en la Universidad de Costa
Rica por el Dr. Theodore Preston Hill (Ted Hill), profesor in-
vestigador del Departamento de Matematicas en el Institu-
to Tecnolégico de Georgia, quien es uno de los principales
precursores y contribuidor formal de la teoria y aplicacion
de esta ley matematica.
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En particular, esta caracteristica distintiva me parecio
sumamente interesante y digna de ser compartida a un
publico general y fue el propio Ted Hill, quien (después de
abordarlo al finalizar la platica y posteriormente contac-
tarlo via correo electrénico) al conocer mi interés de pro-
fundizar, aplicar y divulgar esta fascinante particularidad
de los nimeros, me animé a darle forma para publicarla
en nuestro idioma con un lenguaje sencillo, para que no
solo sea de dominio cientifico o académico, sino accesible
a todo lector. Posteriormente, el tema atrajo la atencién
del segundo autor quien, junto con el estudiante de la
Maestria en Ciencias de Datos y tercer autor, se sumaron y
contribuyeron con la implementacion de los algoritmos en
lenguaje de programacién Python para ejecutar los célcu-
los y verificar los resultados.

UN POCO DE HISTORIA

Esta regla matematica fue descubierta empiricamente
hace poco mas de 100 afnos y, de acuerdo a algunas investi-
gaciones (citadas en [2, 3, 4, 9, 11]), a ésta se sujeta una im-
presionante variedad de secuencias de nimeros obtenidas
de fuentes reales de informacién cotidianas. Por ejemplo,
listas de precios de supermercado, informacidn numérica
de extractos de periédicos y revistas, datos de censos y en-
trevistas, medidas en observaciones realizadas en labora-
torios u originadas por procesos reales y sistemas dinami-
cos, series de tiempo, estadisticas deportivas y estudios de
mercado, entre muchas otras mas.

La Ley de Benford, después de muchos anos de ser
considerada solo como una curiosidad matematica, en la
década de los noventa empezé a cobrar un serio interés
por investigadores y usuarios de distintas reas. En particu-
lar, cautivé nuestra atencidn y el objetivo es utilizarla como
filtro primario en el analisis de datos de interés especifico.
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Una aplicacién importante que ha tenido la Ley de
Benford es principalmente en la deteccion de informacion
fraudulenta. Hoy en dia la utilidad de la Ley de Benford
es equiparable al hecho que, en principio, el invento del te-
flén no fue ideado para aplicarse en los utensilios de cocina
antiadherentes, pero se hizo y resulté de gran beneficio. Y lo
mejor de todo es que no es necesario ser un erudito en la
materia para utilizarla, casi en la misma proporcion que es
posible hablar del tiempo, sin saber cdmo se construye un
reloj o entender el funcionamiento del celular, sin necesa-
riamente haberlo inventado o fabricado.

La primera observacion sobre el comportamiento de
los digitos significativos fue una nota escrita (de dos pa-
ginas) por el astronomo estadounidense Simon Newcomb
[1], en la que hizo referencia a un“extrafio capricho” encon-
trado en varios libros o tablas de logaritmos en algunas
bibliotecas; los cuales en ese tiempo eran ampliamente
utilizados por cientificos y estudiantes para realizar sus cal-
culos. La observacién de Newcomb fue que “las primeras
paginas de tales documentos estaban mas sucias que las
restantes’, lo cual significa que el uso de las primeras pagi-
nas fue manifiestamente mayor que el de las tltimas. Esto
le permitié deducir que aparentemente los digitos iniciales
de los niumeros que utilizaron de tales tablas no son equi-
probables (como cominmente se pensaria, con probabili-
dad de 1/9 o equivalentemente 11.11%), sino que el nume-
ro 1 aparece como digito inicial mas frecuente, seguido del
numero 2, y asi sucesivamente hasta el nimero 9 que es el
de menor frecuencia de aparicion como digito inicial. La
explicacién obvia fue desconcertante: por alguna razon la
gente hace mas calculos con nimeros que empiezan con 1
que con 80 9. De hecho, a partir de un argumento heuristi-
co, Newcomb proporcioné una férmula simple que descri-
be el patrén observado, la cual se expresa a continuacion.

“Al parecer la naturaleza tiene predileccion en ordenar los
numeros de tal forma que la proporcién de nimeros que em-
piezan con el primer digito D, es igual a
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1
Prob(Dy=dy) =logyo(dy +1) ~1ogyo(dy) =]0g10(1 + d—), 4 €{1,2..,9 (1)
1

(aqui, alla y aculld)”.
Ademas, se tiene que la probabilidad de que un digito
dado esté en la segunda posicion es

9
Prob(D,=d;) =Z log,, (1 +
d;=1
Mientras que para la tercera posicion

1
m),dz €{0,1,2,..,9} (2)

9 9
Prob(Ds=ds) =le dzologw (1+ ﬁ), d€10,1,2..,9 (3)
donde1/d,d,d;=(100-d,;+10 - d, + d3)~*, asi como
también las férmulas correspondientes para las demas po-
siciones consecutivas. Para la justificacion formal de estas
férmulas referirse, por ejemplo, a [2, 4].
Por otra parte, para los primeros dos digitos se tiene que

1
Prob(D,D,=d,d,) = logw(l + ﬁ) ,dd,€{10,11,12,...,99} (4)
142

y, en general,

m -1
Prob(Dy=dy, Dy = dy, .., Dy = dum) = l0g10 <1+<Z 10m-fd,-> > (5)

Jj=1

donde Dy, D,,Ds, D,, ... representa el primero, segun-
do, tercero, cuarto, etc., digito decimal significativo, res-
pectivamente, y con m un entero positivo que define los
bloques iniciales de digitos significativos d,d, --- d,, , con
d€{1,2,..,9tyd; €{0,1,2,..,9}, j=2..

También es posible trabajar con probabilidad condi-
cional, entre otros conceptos relacionados.

En latabla 1 se incluyen las probabilidades de ocurren-
cia para los primeros cuatro digitos significativos, mismas
que se obtuvieron al utilizar las férmulas respectivas, veri-
ficando el resultado presentado en [2]. Ademas, enseguida
se presentan ejemplos especificos.
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Tabla 1. Probabilidad porcentual de los primeros cuatro digitos significativos
Prob(D, = 30.10 1760 1249 9.69 791 6.69
Prob(D; =d) 1196 1138 1088 1043 1003 966 933 903 875 849
Prob(D; =d) 1017 1013 1009 1005 10.01 997 994 990 986 9.82

Prob(D, =d) 1001 1001 1000 1000 1000 999 999 999 998 9.98

Ejemplos particulares de las operaciones anteriores:
a) Probabilidad de que un niumero tenga los tres primeros digitos del nimero
7 = 3.1415926536...

1) logyo or> Z 0.00138
314) %8103 =

b) Probabilidad (incondicional) de que el segundo digito sea igual a 1

Prob(D;=3,D,=1,D; =4) =logy(1+

6029312

1
10k + 1) = 10810 7535507 — 011389

9
Prob(D, = 1) = Z log,, (1 +
k=1

¢) Probabilidad (condicional) de que el segundo digito también sea igual a 1

log,012 —log,,11
Prob(D, = 1| Dy = 1) = —21 og 2g1° = 0.12553 ...
10

LEY DE BENFORD

No teniendo un argumento convincente, el articulo de Newcomb no fue de gran in-
terés y el efecto de las paginas sucias de las tablas logaritmicas quedé en el olvido por
mas de medio siglo. Hasta que en 1938, Frank A. Benford [5], un fisico que trabajaba para
la Compania General Electric en Estados Unidos, redescubri6 tal efecto y se dio a la tarea
de analizar grandes cantidades de datos obtenidos en distintos procesos: numeros que
aparecian en periddicos y revistas, registros de drenado de presas en varios estados de la
Unién Americana, dreas sembradas en terrenos agricolas, informacién de censos de mu-
chos condados, entre otros. Sin embargo, al igual que Newcomb, Benford tampoco tuvo
una buena explicacién del por qué se tenia el cumplimiento de esta singular ley de distri-
bucion de los digitos para muchos fendémenos naturales.

¢Por qué Frank Benford mantuvo su interés centrado en este tema? Es algo que nadie
sabe con certeza; es un hecho que se pierde en la historia. Sin embargo, su hobby consumia
mucho tiempo (sobre todo en esa época en la que aun no existian computadoras ni calcu-
ladoras); dedicaba horas y horas a veces haciendo més de 20,000 célculos enteramente a
mano [2]. Su fascinacién por la Matematica tenia poco que ver con la aplicacién potencial
que su pasatiempo pudiera llegar a tener, pero como alguien dijo por ahi: “las matemadticas
son leales” (queriendo decir reales), y isi que lo son!jLos nimeros no mienten! La Matema-
tica es leal y util para analizar cualquier proceso real.

Finalmente, a partir de la tltima década del siglo XX, la Ley de Benford logré captar el
interés de varios investigadores (de hecho, la base de datos Benford actualmente cuenta
con mas de 1,000 entradas de articulos, libros, software y videos) y se consolidé con el tra-
bajo del Dr. Mark J. Nigrini [4], profesor de la West Virginia University, quien es conocido por
sus contribuciones en auditoria y contabilidad para la deteccidon de anomalias en los datos
de empresas y del gobierno de los Estados Unidos (como la evasidn de impuestos fiscales,
alteracion de ndminas, variacion de precios de fabrica, aplicacién errénea de pdlizas de
seguros, falsificacion de patentes, malversacion de cuentas gubernamentales, entre otras).
Otro destacado investigador, quien demostré formalmente varios teoremas en relacién
con la Ley de Benford, es el Dr. Ted Hill [2], ademds de una larga lista de investigadores y
aficionados que en los Ultimos afos se han interesado y sumado en aplicar este principio
en diversas areas [6,11].
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CARACTERISTICAS DE LA LEY DE BENFORD

A continuacion, se listan algunos hechos y propieda-
des que satisface la Ley de Benford, cuya justificacion se
encuentra en las referencias [2-4].

»ilLos digitos significativos son dependientes (y no in-
dependientes, como

pudiera esperarse)!

»ilLa Ley de Benford es invariante bajo escala, base y
adicion!

>ilLa Ley de Benford es sensible a la manipulaciéon por
redondeo!

»iLa Distribucién Benford es la distribucion de distribu-
ciones! (Teorema de Hill, 1996).

»iLa distribucién logaritmica particular (monétona de-
creciente), aunque no es universal, su alcance en la
aplicacién es sorprendente y en un primer vistazo se
le encuentra en una amplia literatura: estadistica, ma-
tematica, economia, ingenieria y de aficionados!

»ilLa Ley de Benford tiene muchas mas caracterizacio-
nes matematicas!
iSe invita al lector a investigar otras caracteristicas in-

teresantes!

VERIFICACION DE LA LEY DE BENFORD

En esta seccion se analizan varios conjuntos de datos
para verificar si cumplen o no la Ley de Benford. La varie-
dad de ejemplos a seleccionar es amplia; sin embargo, de-
bido al espacio e interés personal, el trabajo se enfoca en
analizar la interrelacién que tiene la Ley de Benford con la
Teoria de Sistemas Dinamicos, muchos de los cuales se en-
cuentran en la literatura, inclusive casos de sistemas cadti-
cos, ver por ejemplo Tolle [6], cuyos resultados muestran la
relacion directa o indirecta que cumplen las coordenadas
de las trayectorias en cuanto a la Ley de Benford. En parti-
cular, consideramos tres sistemas dinamicos clasicos para
una eleccién adecuada de sus pardmetros. Por otra parte,
se verifica la Ley de Benford para la Sucesion de Fibonacci
y se analiza una base de datos con altimetria de la Tierra, la
cual contiene millones de valores.

1. Sistemas Dinamicos

a) Mapeo de Hendn. El mapeo de Hendn (figura 2a))
es un sistema de ecuaciones discreto con dos gra-
dos de libertad que genera estados que no cumplen
la Distribucion Benford para la eleccion predetermi-
nada de algunos valores de los parametros del sis-
tema.

Se deja como ejercicio analizar el comportamiento
del sistema en cuanto a Benford para otras eleccio-
nes de los valores de los pardmetros y concluir al
respecto.

b) Atractor“extrafno” de Lorenz. El conocido atractor
cadtico de Lorenz, generado por el sistema 3-di-
mensional de ecuaciones diferenciales no lineales
descritas en la figura 2b), para valores especificos
de los pardmetros involucrados satisface la Ley de
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Benford con diferente grado de error para cada una
de las coordenadas. Se observa que aun cuando la
solucién para algunos valores de los parametros no
sigue de cerca la distribucidon Benford, la predomi-
nancia del nimero uno en la primera posicién pre-
valece.

c) Sistema Rossler. El sistema continuo 3-dimensional
(figura 2¢), cuya grafica se ilustra con escalas ajusta-
das), para la eleccién de ciertos valores especificos
de los pardmetros tiende a cumplir la distribucién
uniforme, mientras que para otros “simpatiza” con
Benford.

Nota: La integracion numérica para Hendn, Lorenz y Ross-
ler se realizd con un nimero considerable de itera-
ciones, diferente para cada caso, generando pares
(x,¥) o ternas (x,¥,7) , cuyos resultados se guarda-
ron en matrices de porcentajes de ocurrencia con
las que se realiz6 el andlisis grafico-estadistico co-
rrespondiente y la conclusion respectiva.

T=s(y—=z)
y=rr—y-—urz

i=ay—qz

de Lorenz, con s = 10, r =28y q = 8/3 = 2667

Figura 2. Sistemas caoticos clasicos

2. Prototipo en Matematicas. Un ejercicio interesante
es analizar la Sucesién de Fibonacci, {f»}, definida de
forma recursiva mediante las condiciones:

fl = 1»f2 = 1! ---lfn+2 = fn+1 +fnﬂ n=1 (6)

Esto es, a partir del tercer paso el término correspon-
diente se obtiene sumando los dos términos previos con-
secutivos.

Nota: Esta sucesién de niumeros surge, por ejemplo, al
considerar la cria de conejos en un medio confinado con
recursos suficientes, entre otros procesos naturales. Por
otro lado, la Sucesion de Fibonacci esta estrechamente re-
lacionada con la razén aurea o nimero de oro,

1++/5
@ = 2‘/_ ~ 1.6180339887 ...

@ = lim

n-oo

la cual estd presente en muchas situaciones y aplica-

ciones reales, por ejemplo, en Geometria, Arquitectura, In-
genieria, Biologia, Artes, entre otras.

Al realizar el computo, primero paran = 1001 y ana-
lizar los datos generados, el conjunto de datos obtenido
cumple satisfactoriamente la Ley de Benford. En el rango
considerado hay 301 entradas que inician con el nimero
1, que representan el 30.07%, 177 inician con el nimero 2
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(17.68%), 125 con el nimero 3 (12.48%), 96 con 4 (9.59%),
80 con 5 (7.99%), 67 con 6 (6.69%), 57 con 7 (5.69%), 53
con 8 (5.29%) y 45 con 9 (4.49%), lo cual aproxima a los
valores del primer renglén de la tabla 1 con un margen de
error pequeno (el proceso se resume en la figura 3a) de
una forma tipica representativa).

a) Primer digito significativo en la Sucesién Fibonacci

35

Valor Calculado  mmm
30.16 Valor Tednco —g—
30

b) Porcentajes de ocurrencia (1250 iteraciones)

Figura 3. Ley de Benford en la Sucesion de Fibonacci

Rodrigo Gonzdlez Gonzdlez et al.: La Supremacia del Numero Uno...

Observacion: Un mayor nimero de iteraciones esta-
biliza la aproximacioén, pero el tamano de las cifras de los
valores generados se incrementa de forma considerable y
se tornan dificiles de manipular. Por ejemplo, al aumentar
las iteraciones a 1250 se tiene una mejor aproximacion al
resultado tedrico (figura 3b)), pero las magnitudes de las
ultimas cifras son muy grandes.

Base de datos ETOPO1. Como aplicacion especifica
se analizé una base de datos que contiene alrededor de
233,312,401 registros de las alturas sobre (+) y debajo (-)
del nivel del mar en una malla que cubre la superficie del
globo terraqueo. Esta es la base de datos ETOPO1, un mo-
delo de relieve global de 1 minuto de arco de la superficie
de la Tierra que integra la topografia terrestre y la batime-
tria oceanica, construido a partir de conjuntos de datos
mundiales y regionales, la cual es de dominio publico. Es
importante observar que ya esta disponible una actualiza-
cién de esta base (resolucién a 15 segundos de arco), para
repetir el analisis y obtener conclusiones. Al realizar nues-
tro analisis, utilizamos la version “Bedrock” de la base de
datos ETOPO 1, la cual contiene la topografia terrestre y del
fondo del océano sin considerar la capa de hielo de los po-
los, obtenida de la pagina oficial NOAA (National Oceanic
and Atmospheric Administration)/ NCEI (National Centers
for Environmental Information), https://www.ncei.noaa.
gov/ (citada en [7]). Para realizar el presente ejercicio, se
consideraron solo los valores positivos (elevaciones sobre
el nivel del mar). La tendencia encontrada es que las eleva-
ciones se concentran mayormente en aquellas en las que
predomina el numero 1 como primer digito (1-2 m, 10-20
m, 100-200 m y principalmente 1000-2000 m), seguida de
las que inician con 2, 3, 4, y asi sucesivamente. En la figura
4 seilustra la distribucién de porcentaje de ocurrencia para
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cada numero en la primera posicion de las alturas registra-
das (base de datos Bedrock de ETOPOT1).

» |
o
o
(o)
©
I
<

1
44,690,425 26,745,076 21,446,78715,657,30511,252,229 8,589,329 7,166424 6,467,900 6,386,360
Figura 4. Porcentaje de alturas sobre el nivel
del mar segun el primer digito significativo

Nota Importante. Los datos de la batimetria ocednica
también fueron analizados y se observé que no cumplen
la Ley de Benford, lo cual puede deberse a que hubo algun
tipo de interferencia del mar sobre las lecturas de los dis-
positivos con los que se realizaron las medidas o se aplicé
algun método de interpolacién o ajuste para profundida-
des inaccesibles.

Datos digitales de la topografia de los continentes y de la batimetria de los mares
(iltima version de la NOAA / NGDC), para 1 minuto de arco (mallado de 1.8 km)

B ' g =

Figura 5. Elevacion y profundidad sobre el nivel
del mar (base de datos ETOPO1)

CONCLUSIONES

Ademas de ser util como herramienta auxiliar en el
andlisis y validacién de datos obtenidos de sistemas dina-
micos, ecuaciones diferenciales y en diferencias, teoria de
matrices, métodos numéricos, series de tiempo y bases de
datos de interés especifico disponibles, hay otros trabajos
relacionados con la Ley de Benford, tal como el descubri-
miento de errores informaticos (computer bugs), detec-
cion de informacidn errénea o fraudulenta [4, 9], aplicacion
en el disefo y diagnéstico de modelos matematicos de in-
terés especifico [10], entre otros [7, 11].

Aun cuando la Ley de Benford no es una varita magica
para resolver cualquier problema, asi como no lo es ningu-
na otra técnica o resultado matematico, esta puede llegar
a ser de gran utilidad en el estudio de muchas situaciones
importantes. Por lo tanto, vale la pena su estudio formal y
aplicacién o simplemente considerarla como pasatiempo,
aligual como la tuvo en su momento Frank Benford, suma-
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do a que actualmente se dispone de recursos de computo
de vanguardia para un mejor y confiable andlisis de bases
de datos de distintas situaciones y procesos.
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