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Analisis de imagen y modelaje matematico para la determinacion de distribuciones de particulas
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RESUMEN

La distribucién de particulas es considerada una de las principales herramientas para el control en
las distintas operaciones unitarias relacionadas al procesamiento de minerales. En las etapas de
trituracién y molienda esta técnica nos permite conocer el cémo ocurre la liberacion del mineral
valioso de la ganga, asi como determinar los balances de materia. En el presente trabajo técnicas
de andlisis de imagen, el modelo de distribucion de Weibull doble, asi como propiedades fisicas de
un mineral de silice, son empleadas para determinar una distribucion granulométrica en estado
estacionario. Para tal fin, la distribucién de particulas determinada experimentalmente mediante el
uso de mallas convencionales (Tipo Tyler) fue comparada con la obtenida mediante los fotogramas.
El modelo de Weibull fue usado para ajustar matematicamente la distribucion obtenida mediante
los fotogramas. El ajuste demostré ser una herramienta que permite determinar mediante el analisis
de imagen una distribucion granulométrica confiable, debido a que el error (SSE) es 1.3.
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Image Analysis and Mathematical Modeling for the Determination of Particle Distributions

ABSTRACT

Particle distribution is considered one of the main tools for control in the different unit
operations related to mineral processing. In the crushing and grinding stages, this
technique allows us to know the procedures involved in particle reduction processes as
well as to determine the material balances within. In the present work, image analysis
techniques, Weibull distribution model, as well as physical properties of a silica mineral
that are used to determine a steady-state particle size distribution. For this purpose, the
particle size distribution experimentally determined through the use of conventional
meshes (Tyler Type) later compared with that obtained by means of frames. The Weibull
model was used to mathematically fit the distribution obtained through the frames. The
adaptations proved to be an aid that allows determining a reliable granulometric
distribution through image analysis due to the fact that the error (SSE) is 1.3.

Key words: Particle Size Distribution, Mathematical Modeling, Mineral Processing, Image Analysis
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Introduccion

La distribucidon del tamafo de las particulas influye en muchas propiedades de los materiales
particulados y es un indicador valioso de la calidad y el rendimiento de las particulas. Esto aplica
para polvos, suspensiones, emulsiones y aerosoles. En el cemento, por ejemplo, la distribucion
del tamafio de las particulas afecta el porcentaje de hidratacion y la resistencia. En la ciencia de
la salud es sabido que el polvo de aerosoles o las gotas en el rango de 2 a 5 ym se aerosolizan
mejor penetrando en los pulmones mas profundamente que los tamafios mas grandes. En la
industria minero-metaldrgica, la reduccién de tamafio o conminucion esta orientada a liberar el
mineral valioso de su matriz encajonante (ganga) ya que de esta liberacion depende el
rendimiento de equipos en los procesos de concentracion de minerales. Por estas razones, es
importante medir, conocer y controlar la distribucion del tamafio de las particulas de muchos

productos.

N.J. Milesy S. Al-Thyabat [1] [2], proponen técnicas para medir el tamafio de particula, uno basado
en el uso del diametro del area equivalente y otro basado en el diametro promedio de Feret. Los
resultados arrojaron que la técnica del diametro de Feret proporciona un mayor nivel de precision.
Michael Mangold [3] propuso aplicar la misma técnica en una banda transportadora para
agregados minerales, en ella desarrollé una aplicacion para medir la distribucion granulométrica
en estado dindmico. Young-don Ko y Helen Shang [4], discutieron sobre la distribucion del tamafio
de particulas basada en la técnica desarrollada por Joanna Wigcek y Marek Molenda [5], mediante
el cual pretenden medir el tamafio de particula en esfuerzos compresivos usando el método de

elemento discreto (DEM).
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El poder determinar de manera acertada la dimension de las particulas o la adecuacion y
procesamiento de imagenes requiere precision en la deteccion de bordes, eliminacion de ruido,
segmentacion de particulas que se tocan y se superponen, tamafio y forma exactos del objeto.
Por lo tanto, la técnica de segmentacion se vuelve muy importante para la medicion precisa del
tamafo. En este articulo, se examindé una muestra representativa resultante de la trituracion
primaria utilizando tanto métodos convencionales de mallas (como el tipo Tyler) como técnicas
avanzadas de analisis de imagenes. Ademas, se empled el modelo de Weibull doble para
resolverlo, con el objetivo de representar graficamente su distribucién granulométrica de manera
precisa. El analisis de imagen se llevo a cabo usando el software Image J (basado en Java, un
programa gratuito), este software consta de varias herramientas integradas para determinar el
tamafo de los objetos o particulas. Sin embargo, dado que en el analisis de imagen no siempre
es posible determinarse la medida precisa del tamafio y la forma de los objetos, el modelo de
distribucion de Weibull doble es usado para corregir y describir de manera mas eficiente el andlisis

granulométrico.

ANTECEDENTES TEORICOS

Analisis de imagen

El procesamiento de imagenes digital se utiliza cada vez mas en muchas industrias, como el
procesamiento de alimentos, la ciencia médica, la tecnologia de particulas, la industria del
cemento, las industrias del polvo, etc., dada la facilidad de medir las diferentes dimensiones de
las particulas, incluido el analisis de tamafio, forma y color (RGB). Con la llegada del siglo XXI, se

han desarrollado computadoras y procesadores de sefales de alta velocidad, lo que ha hecho
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gue el procesamiento de imagenes sea popular debido a su utilidad y siendo una opcion

relativamente mas econdmica.

En la industria minero-metalUrgica mas especificamente en el procesamiento de minerales, el
analisis de imagenes se esta convirtiendo en una herramienta muy util para determinar la
distribucion particulada de agregados minerales para controlar procesos de conminucién. En los
molinos rotatorios y molienda AG/SAG estan implementando estos analisis para poder determinar
el grado de rompimiento del mineral, asi como la fluencia de la pulpa. En otras palabras, el
rompimiento y el como fluye la pulpa es una medida que depende entre otras cosas del tamafio,
forma de las particulas, viscosidad, asi como de las fuerzas superficiales de interaccién que

actuan entre ellas se pueden clasificar en dos partes: friccion interna y fuerza de cohesion.

Medicion del Diametro de Feret.

Bajo un contexto ideal para la caracterizacién de particulas, todas las particulas deberian ser
esferas homogéneas. Ademas de tener propiedades fisicas uniformes como densidad,
composicién quimica, color y opacidad. Sin embargo, en el mundo real, la mayoria de las
particulas no son esféricas, sino que tienen diferentes formas y, a menudo, superficies rugosas.
Aquellos materiales que tienen diferente composicion quimica a menudo suelen tener diferentes
propiedades (densidad, conductividad, indice de refraccion), incluso cuando la composicion
general es la misma, diferentes estructuras cristalinas o impurezas pueden dar lugar a diferentes
propiedades. Estas diferencias tienen una influencia diferente en los principios que son

responsables de la forma y el comportamiento de las particulas, por ejemplo, durante el tamizado,
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la sedimentacion o la dispersion de la luz. En consecuencia, diferentes distribuciones de particula
a menudo resultaran de diferentes técnicas por las cuales debe ser medida, una de estas técnicas
es el Diametro de Feret (Df), el cual es la distancia entre dos tangentes paralelas en lados
opuestos de la imagen de una particula orientada aleatoriamente (a veces, se usa el valor
promedio de muchas orientaciones). Como es de suponerse, el didmetro de Feret depende de la
orientacion de la particula con respecto a las tangentes o la biseccion y puede ser usado para
describir la amplitud de la proyeccién de una particula, cuando descansa en su posicion mas
estable, por lo que la longitud de la particula se puede definir en esa proyeccion como la distancia

entre las dos tangentes perpendiculares a las de la anchura.

Por lo tanto, segun el teorema de Cauchy [31] para un cuerpo convexo en 2D la relacién entre el

diametro promedio de Feret (Dr) y el perimetro de la particula P se puede expresarse como:

Dr = P/ T @)

Distribucion de particulas mediante el tamizado

Una definicion simple de tamizado es la separacién del material fino del material grueso por medio
de un recipiente de malla o perforado. El profesor Terence Allen caracteriza el tamizado como "La
apertura de un tamiz puede considerarse como una serie de indicadores que rechazan o pasan
particulas a medida que se presentan a la apertura” [6]. En la actualidad, los tamices estan

disponibles en una variedad de tamafios, desde aberturas de 125 mm (5") hasta aberturas de 20
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micrémetros. Cabe mencionar que los tamices usados en el presenten trabajo cumplen con las

normas y estandares nacionales e internacionales ASTM [7].

El andlisis de distribucion del tamafio ayuda a comprender como se distribuyen las particulas en
un material y es Gtil en la seleccion de equipos en los procesos de mineria. De acuerdo con Bond,

F.C., (1961) cuando se grafica en un grafico log-log como ordenada (Y) como pasante y abscisa
(x) el diametro de particula en micrones puede observarse una linea recta en el rango de
particulas mas finas y una curva para tamafios de particula mas gruesos. La pendiente (a) y el
valor de K,,, se determinan a partir de los datos experimentales y ayudan a caracterizar la
distribucion del tamafio de particulas. Usualmente este tipo de gréficos sigue una ley definida por

la ecuacion de Gates-Gaudin-Schumann, acorde con la siguiente ecuacion:

v =100 ()" 2)

K100

donde la pendiente a usualmente es un valor de 0.5, pero puede aproximarse a la unidad. Por
ejemplo, en las etapas de trituracién y molienda en un circuito cerrado que produce menos finos,
y esto por ende causa un incremento del parametro a. A medida que el material es mas fino, el

valor de a disminuye.

Modelo de distribucién de particulas Weibull
La distribucion de Weibull es una de las distribuciones poblacionales mas conocidas. Describe
adecuadamente los analisis de fallas en muchos tipos diferentes de componentes y fenémenos.

Durante las ultimas tres décadas, se han escrito numerosos articulos sobre esta distribucion.
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Hallinan [8] brinda una revision perspicaz al presentar una serie de hechos histoéricos, las muchas
formas de esta distribucidn tal como las usan los profesionales y las posibles confusiones y errores
gue surgen debido a esta falta de unicidad. Johnson et al. [9] dedica un extenso capitulo al estudio
sistematico de esta distribucion. Mas recientemente, Murthy et al. [9] presentd una monografia
gue contiene casi todas las facetas relacionadas con la distribucion de Weibull y sus extensiones.

La funcién de confiabilidad R(t) de Weibull se describe mediante la siguiente expresion:

. -]
R(@t)= [ f(s)ds=el *° 3)
Donde mediante técnicas de regresion lineal puede expresarse simplificadamente acorde con la

Expresion 4 [11].

v={p[1-em2(2) ]+ a-pr-emz(2)] (@)

donde Y es el porcentaje que pasa en una distribucion normal, B se refiere a la relacion entre el
factor de particulas de peso fino y grueso, Dg, es el 80 % que pasa en la alimentacion (um), D es
la abertura de la malla (um), y se refiere al factor de forma para los finos y @ el factor de forma

para los gruesos.

METODOLOGIA

Metodologia de confiabilidad para obtencién de distribuciones granulométricas.

Las muestras de mineral de cantera con 86.01% de SiOz; 0.36 de Fe203 y 2.6 de Al203 fueron
obtenidas de un proceso de trituracion primaria de la region de Escalerillas, S.L.P, y analizadas

usando la tecnologia de analisis de imagen. Una muestra representativa fue tomada para realizar
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los analisis granulométricos. El primer andlisis se orient6 a conocer la distribucion granulométrica
mediante técnicas de analisis de imagen posteriormente el andlisis se comprobo
experimentalmente mediante el uso de mallas tipo Tyler, ademas el modelo de distribucion de
Weibull Doble fue resuelto para corregir los tamafios obtenidos por las técnicas de analisis de

imagen y verificar la variacion entre los Dso obtenidos en cada distribucién de tamafios.

Metodologia de obtencion de distribucion granulométrica mediante el andlisis de imagen.

El software Imagen J (es un programa de procesamiento de imagenes en donde se pueden
realizar mediciones dandole valores al pixel, utilizando una medida de referencia) se analizo el

fotograma considerando lo siguiente:

Calibracién de la imagen. La muestra representativa de particulas a analizar fue dispersada en un

plano con el fin poder resaltar cada una de ellas. Ademas, una imagen de referencia con medidas
conocidas ha sido insertada para traducir los pixeles a medida de distancias. Los puntos de

referencia de la imagen con dimensiones conocidas, contaba con un largo de 158.3 mm.

4

e 4 oy 4
File Edt image Process Analyze

Fie Edt Image Process Analyze Fie Edt Image Process Analyze Plugins Window Help i
<N Alolald o s]e] s | | ||
4 fotonjpeg = 4 ot ¥ I ]

11561567 pixeis, ROS. 3 68 11561857 plusls: ROB; 3.

; r Plugins Window _ Help ‘ " Plugine Window Help
oja|o|/ 4N Alo|ald ol f]e]s] | | | oloja|o < NAlo ol xslelx] | | |»

Figura 1. Calibracién de laimagen y escalamiento.
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Medicion del didmetro de Feret. Después de establecer la escala, una linea de extremo a extremo

es trazada y medida, esta medicidn se basa en el principio de “diametro de Feret’, el cual se le
conoce como diametro maximo, que expresa la dimension mas larga de la particula
independientemente de su rotacion angular en el momento que se tomo la imagen. El diametro
maximo de Feret da el valor del tamafio minimo de la malla a través del cual la particula puede

pasar sin ningun obstaculo [12].

La Figura 2 muestra el procedimiento para medir el diametro de Feret, en este caso la medicion
se realiz6 para el fotograma que contiene las 27 particulas obtenidas en la muestra representativa.
Cabe mencionar que los datos de las mediciones pueden ser exportadas a cualquier software de

datos para su analisis.

4 images . 2
File Edit Image Process Analyze Plugins Window Help
olola|o|/l«ls\AOM 4| = ]|~ | | |*

4 Fotoljpeg (150%)
153.73x115.30 unit (1156x867), RGB; 3.8MB

Figura 2. Obtencion del diametro de Feret en cada particula.
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Metodologia de obtencidn de distribucién granulométrica por tamizaje.

En este estudio la muestra de mineral previamente analizada mediante técnicas de analisis de
imagen fue sometida experimentalmente a un analisis de malla, esto con el fin de conocer la
distribucion de particulas con técnicas usadas comunmente en el procesamiento de minerales. La
serie de mallas utilizadas fue en intervalos de v2 desde un tamafio de 152.4 mm hasta 25 mm.
Para intervalos de tamafo de 125mm a 152.4mm, una rejilla cuadrada de acero inoxidable
utilizando una varilla para armazon fue utilizada, mientras que para los intervalos de tamafio de

25mm a 125mm el set compuesto de mallas Tyler y RO-TAP como se muestra en la Tabla 1.

Figura 3. Set experimental para granulometria por tamizaje.
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232 RESULTADOS Y DISCUSIONES

233 Resultados de confiabilidad para obtencién de distribuciones granulométricas

234 La Figura 4 muestra los andlisis granulométricos obtenidos mediante las técnicas de andlisis de
235 imagen, tamizaje y el modelo de distribucion Weibull (escala log-log). Dado que la distribucion
236 granulométrica por tamizaje es de uso comun en la industria minero-metallrgica, un comparativo
237 entre esta técnica y el analisis de imagen ademas del modelo de Weibull ha sido considerado en
238 este estudio. Es relevante destacar que, en el ambito del analisis de particulas, este estudio ha
239 desarrollado un enfoque de modelado matematico que parte de los datos recopilados mediante
240 técnicas de analisis de imagenes. Este enfoque tiene como objetivo principal corregir las
241 imprecisiones originadas por la segmentacion de particulas que estan en contacto o se
242  superponen entre si, fendmenos que a menudo se derivan de las variaciones en tamafo y forma

243  entre las particulas.

100.0 A
£
___ 100
= i
g
c
©
[an A
1.0 ‘
N,
/ A Pasante (Anélisis de Imdgen)
/ Pasante (Weibull doble)
------- Pasante (Tamizaje)
0.1
10.0 100.0 1000.0
244 Tamafio de Particula (mm)
245 Figura 4. Gréafico de tamafio de particula versus Pasante (%).
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Como se puede apreciar la distribucion mediante el uso de técnicas de analisis de imagen en
general tiene una buena aproximacion en todos los tamafios de particula planteados,
comparandolos con la técnica del tamizaje, con una desviacion estandar (SSE) de 2.01. Sin
embargo, es importante notar que para tamafnos de 82.5 mm a 152.4 mm es donde se da la mejor
aproximacion, esto puede deberse a que las particulas grandes es posible identificar mejor los
bordes entre cada una de ellas y asi poder determinar de una manera mas eficaz el diametro de
Feret. Es en tamafios de particulas menores a estos rangos de tamafio (28.7 a 82.5 mm) donde
la diferencia entre tamizaje se hace mas evidente. Esto puede deberse a que a medida que los
tamanos de particula en la imagen son mas pequefios, la superposicidon de los mismos e identificar

en los bordes entre particulas se hace mas complejo.

Distribucién modelada usando Weibull.

La Tabla 1 presenta los valores para la obtencién de la distribucion granulométrica modelada

mediante la resolucion de la expresion 3.

Tabla 1. Parametros de modelo de distribucién Weibull

B Fso y (0}
1.41 150.3 1.1664 24.11

Parametro

La distribucion granulométrica modelada en la Figura 4 tuvo como valores iniciales para cada
fraccion por tamafio, la obtenida mediante la técnica de analisis de imagen. Como se puede
apreciar el modelo de distribucion de Weibull tiene una aproximacion adecuada denota una

desviacion estandar de (SSE) 1.8 con respecto a la distribucion granulomeétrica obtenida mediante
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tamizaje. Con esto es posible concluir que dicho modelo puede corregir el factor de error
presentado por la técnica de analisis de imagen, en las fracciones de los tamafios de 28.7mm a

82.5 mm tamanfos finos.

Andlisis del diametro de particula (Dso)

En el procesamiento de minerales, como se ha mencionado previamente, el Dso es un factor
obtenido a partir del cual es posible identificar el indice de reduccién de tamafio a lo largo de los
procesos de conminucion (trituracion y molienda). Este factor puede calcularse interpolando
directamente del grafico mostrado en la Figura 2. El Dso por definicion corresponde al tamafio por
el cual pasa el 80% de las particulas. Este valor ha sido calculado con cada una de las

distribuciones presentadas en este estudio y son mostradas en la Tabla 2.

Tabla 2. Parametros de modelo de distribucién Weibull

Andlisis de Modelado

Pardmetro Tamizaje

imagen Weibull
D80 (mm) 149.23 150.6 150.37
SSE e 1.9 1.3

Como se puede apreciar el Dso por tamizaje tiene un valor de 149.23 mm, el valor obtenido
mediante la técnica de analisis de imagen es de 150.6 mm mientras que el modelado por Weibull
es de 150.37 mm. Como se puede apreciar las diferencias entre ambas técnicas representan una
desviacién estandar (SSE) de 1.9 para el analisis de imagen y de 1.3 para el modelado por

Weibull, ambos valores con respecto al analisis por tamizaje.
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Conclusiones

De los resultados obtenidos a partir del Analisis de imagen y modelaje matematico para la

determinacién de distribuciones de particulas, se obtienen las siguientes conclusiones:

Es posible obtener un andlisis de la distribucion de particulas confiable partiendo de la
técnica de andlisis de imagen, esto debido a que las desviaciones estandar entre la
granulometria de tamizaje y la obtenida mediante imagenes son apenas de 2.1. Sin
embargo, es importante considerar que las particulas finas aportan una desviacién de 1.6
mientras que las gruesas 0.5 del total de la desviacion estandar previamente comentada.
Es importante considerar que los datos obtenidos mediante el analisis de imagen
correspondientes a particulas finas son los que presentan un mayor valor de SSE. Esto
puede deberse a que a medida que los tamafios de particula en la imagen son mas
pequefios, la superposicion de estos e identificar en los bordes entre cada particula se hace
mas complejo.

El modelo de Weibull fue resuelto de manera satisfactoria y demostré ser un factor
importante, ya que puede corregir las desviaciones presentadas en particulas finas. La
desviacion estandar de 1.3 al comparar el Dso mediante tamizaje y analisis de imagen asi
lo demuestran.

El uso del analisis de imagen junto con el modelado matematico son herramientas que
pueden generar datos confiables que pueden ser implementados para conocer

distribuciones de tamairio.
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e Es importante realizar experimentos con distribuciones granulométricas en procesos que
conlleven distribuciones de particulas finas para evaluar si esta misma metodologia puede

apoyar al control en otros procesos de conminucion.
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