INVESTIGACION

SOBRE CADENAS DE MARKOV Y SU POTENCIAL
EN LAS APLICACIONES

On Markov chains and their potential in applications

Resumen

En este articulo se presenta una muestra sobre la relevante herramienta
proporcionada por la teoria de probabilidad, especificamente a través de
las cadenas de Markov. Considerando la importancia de dicho concepto
matemadtico, el propédsito fundamental de este trabajo es el de ofrecer un
breve panorama en el que se contemplan, tanto los elementos generales que
caracterizan a tales procesos, concretamente en el caso de tiempo discreto,
asi como la inclusién de algunos ejemplos ilustrativos de su amplia gama de
aplicaciones.
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INTRODUCCION

En el andlisis de diversos fendmenos reales que de
alguna forma se ven impactados por la incertidumbre, con
frecuencia se requiere trabajar un esquema de variables
aleatorias (v.a's) que dependen del tiempo, como podria
ser por ejemplo:

» lademanda semanal de una clase especifica de articulo,

» el nimero de pdlizas reclamadas anualmente ante
cierta aseguradora,

» la concentracion diaria de un contaminante dado en
determinado acuifero,

» el nimero de denuncias mensuales por violencia de
género registradas en cierta region,

» el estado del
diariamente,

tiempo en determinada regién

» elnimerodeninasquerecibenladosis correspondiente
de la vacuna de VPH por ano,entre otros. De hecho,
en nuestro caso particular las cadenas de Markov
proporcionan modelos estocdasticos de gran utilidad
para el andlisis y la prediccion del comportamiento a
corto o a largo plazo, para cierta clase de sistemas que
evolucionan en el tiempo de forma no determinista, en
torno por supuesto a un conjunto de estados fijoy a lo
mas numerable.

Andrei A. Markov 1856-1922

Con fundamento en lo publicado por J. J. O’'Connor y
E. F. Robertson [1], cabe destacar que alrededor de 1905
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el matematico de origen ruso Andrei Andreyevich Markov
(1856-1922) desarrolld la teoria formal de cadenas de
Markov desde un punto de vista matematico, lo cual dio
pie a una nueva rama de la probabilidad, origindndose asi
la teoria de procesos estocasticos, tal como lo comenta
L. Rincédn [2]. Y de hecho, las cadenas de Markov pueden
aplicarse al estudio y resoluciéon de problemas asociados
a fendmenos aleatorios reales que surgen de areas tan
diversas como Economia, Meteorologia, Epidemiologia,
Genética e Ingenierias, etc. Por otra parte, en un terreno
menos informal podemos decir que las cadenas de Markov
forman una clase de procesos estocésticos cuyo espacio de
estados es numerable,y que como todo proceso de Markov,
poseen la caracteristica general de que la probabilidad del
futuro, dado el presente y el pasado, depende Unicamente
de la informacién su el estado presente.

DESCRIPCION
Preliminares

Basicamente, un proceso estocastico (PE) consiste
de una familia {X;:t € T} de v.as parametrizadas por el
factor tiempo y definidas en un espacio de probabilidad
comun (Q,%.P) fijo, tal como lo presentan Z. Brzezniak y
T. Zastawniak [3], de manera que toman valores en un
conjunto comun S llamado espacio de estados del PE, tal
como lo define O. Hernandez-Lerma [4]. A fin de ilustrar
este Util concepto podriamos citar por ejemplo, la clase
de sistemas dindmicos en que intervienen elementos
aleatorios cuyo proposito consiste en representar cierto
tipo de incertidumbre, misma que influye de forma
determinante en el comportamiento del sistema en
cuestion; o bien, algunos problemas relacionados con
la toma secuencial de decisiones en diversas etapas, las
cuales dependen de que ocurran o no eventos aleatorios
especificos durante el desarrollo del proceso en el tiempo,
situacion que hace evidente su relaciéon con el factor
incertidumbre. Tal es el caso por ejemplo, en: predicciones
de contextos econémicos, patrones de compra por parte
de la clientela, estimacion de indicadores, prondsticos de
votaciones, administracion de inventarios, proyecciones
demogrificas, solo por mencionar algunos escenarios que
admiten dicha clase de ambiente.

De hecho, para el estudio de ese tipo de procesos
es conveniente clasificarlos, ya sea dependiendo de su
espacio de estados, o bien, de su conjunto de pardmetros
(generalmente el tiempo en que se observa), etc. En
particular, aqui consideramos cadenas de Markov a tiempo
discreto, como es el caso que incluye O. Herndndez-Lerma
[5], y que no es mas que una clase de PE’s de la forma

X:={X,:n€Ny}, Ny={01,..}, (M

conespaciodeestadosdiscretodadoporS = {xg, x4, ... }
y, tal que se caracteriza por registrar una memoria a corto
plazo llamada propiedad de Markov, esto es, para cada
coleccién de estados xg,...,x,_1,x,y €S se verifica la
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siguiente identidad entre probabilidades condicionales
P(Xn+1=y |Xn = ern—l =Xp-1 "-’XO = x(]) = P(Xn+1= y |Xn= X) vne NO ' (2)

De hecho, X,, = x significa que al tiempo de lan-ésima
etapa el estado del sistema es x. Ademas, se dice que la
cadena de Markov X es finita siempre que S sea finito.

Elementos de una cadena de Markov

Dada una cadena de Markov X a tiempo discretos, para
cada parejade estados x, y € S, la probabilidad condicional

P(x’y) = P(Xn+1 =y|Xn = .X)

denota la (funcion de) probabilidad de transicion de
ir de X a Y en un paso. En general, las probabilidades de
transicion no sélo dependen de los estados sino también
del instante en el cual se efectuda la transicion misma; no
obstante, en adelante trataremos Unicamente con cadenas
de Markov homogéneas (en el tiempo), de modo que

PXpi1 =y1X, =x)= PX; =y|Xy =x) Vn€Ng;

luego, si todas las probabilidades de transicién son de
este tipo diremos que la cadena de Markov (CM) respectiva
es homogénea.

Definicion 1. Se define la matriz de transicion (en un
paso) de laCM X, como
fad Xo X1
P=[P(xy) :="0 [PFox0) Plox)
X1 | P(xy,x0)  P(xq,%1)
Observacion 1. De lo anterior se desprenden las
propiedades siguientes:

P(x,y)=0 Vx,y€S.

Yyes P(x,y) =1 Vx € S, es decir, cada fila representa una
distribucién de probabilidad.

En caso de que S sea finito por contener Unicamente
k estados ( k € N:=N, — {0} ), entonces P es una matriz
cuadrada de orden k, esto es, con k filas y k columnas.

A manera de visualizacion supongamos que dia a dia
en determinada regidn del pais para el prondstico del
tiempo solamente se manejan dos estados de interés:
mayormente soleado ( H ) siempre que el sol Unicamente
luce radiante al menos 8 horas al dia, o bien, en caso
contrario como nublado ( N ), de manera que § == {H,N} Y,
para lo cual asumiremos que: i) en cualquier dia el estado
del tiempo para el dia siguiente depende exclusivamente
de las condiciones de hoy, tal como la propiedad (2);y,
ii) para constantes fijas p,q € (0,1), la matriz de transicion
y la representacién grafica correspondientes estan dadas

como sigue
o b H N

1-p p
1-¢q
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q
Figura2.

Si para cada n € N, X, representa el est do del tiempo
al n-ésimo dia, nétese que:

P(Xn+1=N|Xn=H)=p=1_P(Xn+1=H|Xn=H) y

P(Xp,41 =HIX, =N)=q=1-P(X,,; =N |X, =N)

Por otra parte, cuando se requiere determinar
probabilidades tales como las conjuntas o quiza las
marginales, de acuerdo al Teorema de Probabilidad
Total asi como al de Multiplicaciéon de Probabilidades
en su caso, resultan imprescindibles tanto el concepto
de probabilidad de transicién en n pasos, como el de
distribucién inicial. De modo que, para una CM X (a tiempo
discreto), especificamente la probabilidad de transicion
en n etapas de ir de X a ¥ (justo después de realizar n
transiciones) denotada por P,(x,y) para cada par de
estados x,y € S queda definida por

Pn(X,y) = P(Xn =y |X0 = x) vn € NO

bajo las dos restricciones:
Py(x,y) = 6(x,y), donde

8(x,y) =

Pi(x,y)=P(x,y) Y

1 siy =x,

0 siy # x.

Asimismo, la suposicidon sobre homogeneidad sustenta
que paracadax,y €S

B,(x,y) =PXpim =V 1Xn, =x) Vn,meN,,

y en tal contexto, la matriz de transicion en n pasos
queda expresada como

P, =[P, (x,y)] Vn€EN,,

donde P, coincide con la matriz identidad (P, := I),
mientras que, Py = P.Y en consecuencia, como lo presenta
por ejemplo M.E. Caballero [6], para cada n,m € N, sin
mayor dificultad se obtiene la relacién P,,,=P,-P,
, generando un valioso resultado conocido como
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y cuya expresién
detallada (término a término) establece que

Puim(x,y) = ), P.(x,2)P,(2,y) Vx,y €S; n,m € Ny,

Z€ES
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de donde, P, coincide con P" (n-ésima potencia
de P). Por otra parte, para cada n € N el vector-renglén
™ ={m,(x),x € S} representa la distribucion en la
n-ésima etapa, ya que

m,(x) = P(X, =x),x €S,

de lo cual, para cada n € N se desprende que
YeesTn(x) =1y m,(x) =0, x €S. Y en particular, =
representa la distribucion inicial para la mencionada
CMX . De modo que, tal como lo muestra por ejemplo O.
Hernandez-Lerma [5], o bien, Sh. M. Ross [7], la evolucién
de dicha CM estd determinada completamente por su
matriz de transicién y su distribucién inicial, denotado esto
por CM (t(®, P) Presentamos en la siguiente proposicion
el resultado correspondiente, y cuya demostracion se
enmarca en un proceso inductivo (sobre n), con sustento
en el Teorema de Multiplicacién de Probabilidades y la
propiedad de Markov (2) por parte de X.

Proposicién 1. Un PE X:={X,:n € Ny} es una CM
(©, P) si y solo si para cadan € Ny y para cada n estados
Xg, X1, -, X, € S se satisface la identidad siguiente

P(X(): xO,X1 =Xy, ...,Xn = xn) = ﬂo(XO)P(xO,xl)"‘P(xn_l,xn)

Siendo un resultado que permite conocer la
distribucion conjunta de las k(e N — {1}) v.a’s incluidas
en el vector (X;, X1, ..., X, ). Ademads, otra consecuencia util
incluida es la siguiente.

Proposicién 2. ™ = gOpn,

Clasificacion de estados

Sean dos estados x,y € S se dice que x se comunica
con y si para algunn € Ny, B,(x,y) > 0, lo cual se denota
por x =y, y que estan intercomunicados si ademads
es posible la comunicacién reciproca, en cuyo caso se
simboliza por x & y. De hecho, tal como lo presenta por
ejemplo L. Rincén [2], no es dificil demostrar que dicho
concepto de intercomunicacién constituye una relacion
de equivalencia, de donde puede observarse que las
clases de equivalencia entre estados que ella genera, son
precisamente los subconjuntos de estados (en §) que
se comunican entre si. Y entonces en particular, una CM
con solo una clase es aquella en la que todos sus estados
estan intercomunicados, en cuyo caso a tal CM se le
llama irreducible. Por otra parte, a un estado x € S se le
denomina absorbente, si P(x,x)=1, nétese que en tal
situacion x forma una sola clase.

Definicién 2. Para cada estado x € S se define su
periodo, denotado por 6 (x), mediante

6(x) := mcd{n € Ny: P,(x,x) > 0}

(mcd=maximo comun divisor). Y se dice que x es
aperiddico si en particular §(x) =1.

Observacién 2. De lo anterior es posible notar que:
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xey = 5x)=460).

Todos los estados intercomunicados tienen el mismo
periodo.

Definicion 3. Se dice que un estado x € Sesrecurrente
si para algunn € N ocurre que P, (x, x) = 1, mientras que,
en caso contrario se le llama estado transitorio.

Para cada x,y€S y ne€eN, sea y

f;(‘,}l/:= P(an yJXn—l * Y, s ngﬁ y'Xl * leO — x).

Entonces, la probabilidad de que partiendo del estado
x la CM visite alguna vez el estado y esta dada por

fo =Y 5.
n=1

A consecuencia de lo anterior se obtienen dos
caracterizaciones: () x € S es recurrente siy solosi f,, = 1
, 'y (i) x € S es transitorio si y solo si f,,< 1. Ademas, para
cada estado recurrente x € S suele ser de interés analizar
su tiempo medio de recurrencia (o de retorno) denotado
por U, (nimero promedio de transiciones para regresar a
X) y expresado por

[ee]

e = Y, nf

n=1

Por otra parte, un estado y € S se llama recurrente
positivo si i, < o0, y en caso contrario se le conoce como
nulo. Cabe sefalar que, especificamente se clasifica como
ergddico a todo estado aperiédico recurrente positivo,
y como CM ergddica a aquella tal que todos sus estados
son de ese tipo. En ese sentido el resultado a continuacion
proporciona una importante herramienta.

Proposicion 3. Sea una CM ergddica irreducible X con
matriz de transicion P. Entonces, independientemente de
x €S,

w(y):= lim, P, (x,y)

existe, y constituye la Unica solucién no negativa del
sistema de ecuaciones definido por las expresiones

n(y) = Z m(x)P(x,y),x €S

X€S

Y Y no =1

yES

Modelos ilustrativos

Caminata aleatoria. Como antecedente, considérese
una sucesion {Z,:n €Ny} de va's independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.), cuya funcion de
probabilidad para alguna constante dada p € (0,1) establece
que P(Z= +1)=p=1—P(Z; = —1).Tal como en particular
lo describe R. Romera [8], el PE (1) se le llama caminata
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6. Cadena de markov irreducible: Es cuandola cadena solo se compone
de una clase comunicante

MO LS M DUCIBLE YA Ul Y ESMAREDUCIELE TACUE

e o
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-
aleatoria siempre y cuando la v.a. X,, se defina como X,:=0
,y para cada n € N mediante la expresion

X, =2 (1
j=0

De donde es posible observar que su espacio de
estados estd dado por S = Z (los enteros), y ademas que
para cada n € N, satisface la relacion X, 1= X,+ Z,1
, lo cual implica que la v.a. X, ;1 es independiente de la
informacion histérica X, ...,X,_; para cada n € N, ya
gue depende Unicamente de X, de acuerdo al desarrollo
siguiente

X

PXni1=Y Xy =%Xp 1= Xpn_1, ., X1 =x1, Xy = X0)
=PXp+Zy 1=y |1 Xy=2X0_1= %31, .., X1= x1, X0 = X¢)
= P(Xn+Zn+1 =y |Xn: x) = P(Zn+1 = y_x) ,

de donde por (2) el PE X = {X,:n € Ny} en (3) es una
CM (S =7),talque paracadax,y € S

D siy=x+1
1—-p siy=x-1
0 en otro caso.

P(x,y) =

Modelo de Enrhenfest (Difusion de moléculas de
fluido a través de una membrana). Se consideran h € N
esferas (idénticas) etiquetadas de 1 a h y distribuidas
aleatoriamente entre dos urnas Ay Bcomoincluye L.Rincén
[2] (véase pag. 36). Luego se elige al azar un numero entre
1y h, acto seguido se observa en qué urna estd la esfera
correspondiente y se cambia de urna, de modo que la v.a.
de interés se define como X, : nimero de esferas contenidas
en A en la etapa n; de aqui, cada seleccién genera una
transicion del proceso, y entonces se trata de una caminata
aleatoria como (3), pero con espacio de estado finito
$=1{0,1,..,h —1,h}, tal que P(0,1)=1=P(h.h—1), en cuyo
caso 0y h se llaman estados reflejantes, mientras que

X
A six>0,y=x-1,
P(x,y) =<h—x
(x,7) —— six<hy=x+1,
0 en otro caso.

Por otra parte y dado que, como es el caso en
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muchos de los escenarios, las CM’s suelen implementarse
para modelar sistemas dindmicos (estocasticos) que
evolucionan en el tiempo, resulta entonces importante
sefalar que entre los rubros de interés sobresalientes en el
ambiente de las aplicaciones se encuentran por ejemplo,
pronosticar el estado en el que con mayor probabilidad
el sistema se encontrard en determinada etapa futura,
asi como también, conocer acerca del comportamiento
limite del sistema cuando aumenta el niUmero de etapas a
observar, es decir, sin — o; o bien, para la posible toma de
decisiones por etapa, averiguar ya sea:

» la probabilidad de que en un tiempo finito el sistema
alcance algun estado particular, como pudiera ser,
la probabilidad de extincion para alguna poblacién
dada, por ejemplo;

» el tiempo promedio transcurrido hasta que el sistema
alcance alguin estado especifico;

» el nUmero de visitas promedio que el sistema hace a
determinado estado, entre otros posibles.

COMENTARIOS

Entre las diversas publicaciones sobre trabajos que
se apoyan en la teoria de CM’s aplicadas a otras areas,
podemos mencionar por ejemplo: el trabajo doctoral
con el que, en 2013, M. Jiménez-Lopez [9] modeld el
comportamiento del cdncer de mama mediante una CM
a tiempo discreto considerando 3 estados: sin recaida (1),
recaida (2), y muerte (3); siendo 1 el estado inicial para todo
paciente justo después de la cirugia, mientras que 3 se
caracteriza por ser absorbente; asimismo, enfatizamos aqui
la interesante y novedosa estrategia que recién (en el afo
en curso) E. Delgado-Moya y A. Marrero-Severo [10] acaban
de proponer sobre control en lo que corresponde a la
dinamica de transmisién del dengue, basada precisamente
en una CM que incluyd 5 estados: susceptible (S), infectado
(1), inmune (R), muerte por dengue (E) y muerte por causas
naturales (M). Por otra parte, resulta notable la aplicacién
que para efecto de prediccion, en cuanto a la dinamica del
comportamiento de pacientes ingresados a una unidad
cardiolégica de cuidado intensivo, publicaron en 2006
V. Albornoz V, M. Hinrichsen, P. Miranda y P. Pefa [11],
considerando para ello una CM con un total de 5 estados:
riesgo bajo (A), riesgo medio (B), riesgo alto (C), riesgo
grave (D) y el paciente abandoné la unidad (E); asimismo,
es imposible dejar de citar a M. Paegelow, T. Camacho y J.
Menor[12], quienes dedicados al mundo del paisajismo, en
2003 publicaron resultados obtenidos al analizar de forma
paralelalas series cronolégicas de usos de suelo respectivas
para dos regiones europeas, Valle de los Garrotxes y Alta
Alpujarra, donde como parte de su herramienta de trabajo
implementaron la teoria de CM's asumiendo 8y 10 estados,
respectivamente, y teniendo como objetivo, tanto el
reconstruir la evolucion correspondiente, como de precisar
las tendencias de cambio o de estabilidad paisajistica a
futuro; siendo esto solo una pequefia muestra, ya que
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también los hay en Genética, Ciencias Computacionales,
Movilidad Humana, etc..

CONCLUSIONES

De acuerdo a los muiltiples trabajos sustentados en
CM's que al momento han sido publicados, es posible
constatar que, de hecho, éstas estructuras proporcionan
una ingeniosa y elegante herramienta matematica que ha
venido facilitando el manejo de informacién acumulada,
apoyando con ello la formulacién de politicas dirigidas
a resolver problemas reales en tan diversas areas ajenas
a las Matematicas, lo cual enfatiza el potencial de dicho
instrumento.
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